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Gruppenibung 1

Aufgabe 1 Wir betrachten das elektrische Netzwerk aus Abbildung t riiehtlineare Widerstan@ hat diex—i-
Charakteristik (Spannungs-Strom-Charakteristik) R(x) = —x+ %x?’. Wir suchen die Differentialglei-
chung fur den Spannungsverlauam nichtlinearen Widerstand. Wenn der Eingangssticmo ist, so
nennt man dieses Netzwerk van der Pol Oszillator.
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Abbildung 1: Elektrisches Netzwerk fir das stromgesttuesin der Pol-System.

a) Stellen Sie eine Differentialgleichung fur die Spangauf. Schreiben Sie die Differentialgleichung
in dimensionsloser Form durch die Verwendung der Zeitfansationt = ﬁ Verwenden Sie die

Abkirzungu = \/g >0um
— (1 —x3)X+x=pu (1)

als Endergebnis zu erhalten.
Losung:

Das Kirchhoffsche Knotenregel (Kirchhoff’s current lawibg
ict+iL+i=u.
Aus der Kirchhoffschen Maschenregel folgt, dass der Spagsabfall Uber der Induktion und der

Spannungsabfall iber der Kapazitat gleich dem Spanmlnfigisiber dem Widerstand sind. Deswe-
gen giltic = C%‘ undi_ = %fimx(s)ds. Mit i = R(x) erhalten wir also

C s)ds+ R(x
ST / s+
Schreibt man fuir % und leitet einmal nach der Zeit ab, erhalt man
oR
CLX" +x+L—X =LU.
X
Verwendet mart tf so hat man durch Anwendung der Kettenregel
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und somit
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Schreibt man fUl(% so erhalt man schlieflich
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Mit den Abklirzung aus der Aufgabenstellung ergibt sich
X— (1 —X®)X+x= >'<'+ug—|:>'<+x: .

b) Linearisieren Sie die Spannungsdifferentialgleichumgdie Ruhelagéx,t) = (0,0). Leiten Sie aus
dem Resultat eine Zustandsraumdarstellung in Regelungsitiorm ab.
Losung:

Die Linearisierung der Differentialgleichung (1) um diefRlage(X,u) = (0,0) ist unmittelbar ge-
geben durch
X— UX+X= uu.

Die zugehorige Zustandsraumdarstellung in Regelungsalborm ist
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c) Fuhren Sie nun die Schritte aus b) in umgekehrter Redligafius und diskutieren Sie ihre Losung.

Losung:

Die Zustandsraumdarstellung ist nicht eindeutig und héog der Wahl der Zustande ab. Wir wahlen
im folgenden

yi1=X und Y= pu—X—puR(x).
Es gilt unmittelbary; = x = —y>—uR(y1) + pu undy, = pu—X—p g—'sz X =y1 und damit

. 1
Y1=—Yoruyr—HZYi+Hu
Y2 =Y1.

In linearisierter Form haben wir also das System

= o]l e

d) Furwelche Werte vop ist das linearisierte System aus b) steuerbar?

Losung:
0 1
1 u|-
D.h. das System ist immer steuerbar.
e) Furwelche Werte vop ist das linearisierte System b) beobachtbar?
Ldsung:

Die Steuerbarkeitsmatrix ergibt sich zu

Mit der Zustandsraumdarstellung aus b) ergibt sich die Bebtbarkeitsmatrix zu

[—Ou 52] '

Somit ist das System genau dann beobachtbar we#rd.



f)

a)

h)

Entwerfen Sie einen Luenbergerbeobachter fur die Zutsteaumdarstellung aus b).
Ldsung:

Der Luenbergerbeobachter hat die Dynamik
%= AX+Bu+l(y—9)
y=c'%.
Fur den Beobachterfehler= x — X ergibt sich dann die Dynamik
é=(A-Iche

Um den Beobachterfehler asymptotisch gegen Null gehersaeta verlangen wir, dass die Realteile
der Eigenwerte der Dynamikmatrx— Ic™ negativ sind. Nun ist im konkreten Fall

A|CT{0 1””1}
=1 p—plp’

D.h. das charakteristische Polyngnder DynamikmatrixA — Ic' ist

X =5 — (U—Hlz)s+ (1—ply).

Aus dem Hurwitzkriterium (der Vorzeichenregel) folgt, dagr p — pl, < 0 und 1— ul; > 0 wahlen
mussen, also

1
lb>1 1< =.
u

Analysieren Sie das linearisierte Zustandsraummodslltg ( > 0). Genauer, berechnen Sie die
Eigenwerte der Linearisierung in Abhangigkeit varund zeichnen Sie den qualitativen Verlauf der
Eigenwerte in der komplexen Ebene ein. Zeichnen Sie diedPipastraits fury = 0 und u = 4.
Berechnen Sie, falls notig, die Eigenvektoren.

Losung:

Das charakteristische Polynom der Dynamikmatrix ist

4—p
2

X(8) = —us+1= (S*%)ﬁL

D.h. die Eigenwertd;, A, sind gegeben durch

/\1:%(IJ+ u2—4) /\2:%01* u274)-

Somit hat das System fiir< 2 ein paar konjugiert komplexer Eigenwerte undfis 2 zwei positive,
reelle Eigenwerte.

Im Falle u = 0 ist das System der harmonische Oszillator. Das Phaseaipsihd als konzentrische
Kreise. Furu = 4 hat man die Eigenwerte2+/3 und 2— v/3 und die Eigenvektoren

= Bl

Entwerfen Sie eine stabilisierende Zustandsruckfiigfur das linearisierte System.
Ldsung:

Wir haben das System in Regelungsnormalform gegeben, dmdie Dynamikmatrix des geschlos-
senen Kreises gegeben durch
0 1
[1 ki M- kz] '

Wahlen wir also nach dem Hurwitzkriterium (der Vorzeictegel),k, > p undk; > —1, so ist der
geschlossene Kreis stabil.



